ZUR QUANTENTHEORIE DER ELEMENTARTEILCHEN

Den Energieverlust durch Sté8e zwischen Plasma-
teilchen und Neutralteilchen (also im wesentlichen
zwischen Metall-Ionen und Wasserstoffatomen) lift
sich so abschitzen: pro Stofl wird der Bruchteil
my/m; = 10— der kinetischen Energie eines Wasser-
stoffatoms umgesetzt, mit der im Abschnitt (IXc) an-
gegebenen StoBhiufigkeit folgt also als Energie-

dissipation
(mH2/2 m;) g N, N; (Avy? [erg em ™ 3sec 1]

und um die Leistungsdichte von 1024 erg cm 3 sec™*
umzusetzen, ist eine Geschwindigkeitsdifferenz AV
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=~ 108 cm sec™! erforderlich. Wir hatten aber fiir die
tatsichliche Groe von AV den Wert 1044 cm sec!
abgeschitzt. Danach sollte i. allg. der Beitrag der
ambipolaren Diffusion zur Energiedissipation un-
erheblich sein. Bei den starken lokalen Schwankungen
der eingehenden Grofen mag er jedoch in einzelnen
Bereichen wesentlich sein.

Den HHm. O. Haxel, C.F.v.Weizsicker und
G. K. Batchelor sind wir fiir wichtige Anregungen zu
grofem Dank verpflichtet. Ganz besonders mochten wir

Hrn. W.Heisenberg danken fiir sein grofes Interesse
und zahlreiche Diskussionen.
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Die Fortschritte, die in den letzten Jahren in der Quantentheorie der Wellenfelder erzielt
worden sind, geniigen, um ein mathematisches Schema anzugeben, nach dem die zukiinftige
Theorie der Elementarteilchen méglicherweise konstruiert ist. Dieses Schema hat die folgen-
den Eigenschaften: Die Gesamtheit aller Elementarteilchen wird durch ein einziges Spinor-
feld dargestellt. Dieses Spinorfeld geniigt (in der sogenannten Wechselwirkungsdarstellung)
einer im ganzen Raum-Zeit-Gebiet reguliren Vertauschungsrelation (mit positivem Zeichen);
ferner wird eine relativistische Invariante als Wechselwirkungsenergie (ein Ausdruck minde-
stens 4. Grades im Spinorfeld) vorgegeben. Diese beiden Funktionen, die Vertauschungsfunk-
tion und die Wechselwirkungsenergie, charakterisieren die Theorie vollstindig. Aus ihnen
lassen sich die Ruhmassen aller Elementarteilchen grundsitzlich berechnen, wobei eine rein-
liche Scheidung zwischen Elementarteilchen und zusammengesetzten Teilchen unméglich ist.
Aus diesem Grunde kommen im allgemeinen Elementarteilchen sowohl mit ganzzahligen wie
mit halbzahligen Spinwerten (dementsprechend Bose- bzw. Fermi-Statistik) vor; auch die
Lichtquanten sind durch das Spinorfeld darzustellen. Bei der Berechnung der Ruhmassen oder
der Wechselwirkung der Elementarteilchen treten wegen cer reguliren Vertauschungsrelation
keinerlei divergente Ausdriicke auf, vielmehr verhilt sich die ganze Theorie mathematisch
ebenso regulir wie die gewdhnliche unrelativistische Quantenmechanik. Diese Eigenschaften
scheinen dem Verf. ein starkes Argument dafiir, da3 die spitere Theorie der Elementar-
teilchen, die man dann auch eine ,einheitliche Feldtheorie“ nennen kénnte, nach einem der-
artigen Schema konstruiert ist.

ie groBen Fortschritte, die in der Quantentheorie
der Wellenfelder in den letzten Jahren erzielt
worden sind, haben verschiedene Bausteine fiir eine
kiinftige Theorie der Elementarteilchen zusammen-
getragen. Zuniichst ist der mathematische Apparat
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zur durchgehend relativistischen Behandlung einer
Feldtheorie durch die Arbeiten von Tomonagal,
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und andere gezeigt, daB3 die Singularititen in den
iiblichen Feldtheorien wesentlich gemildert oder be-
seitigt werden konnen, wenn man die Differential-
gleichungen durch allgemeinere Integro-Differential-
gleichungen ersetzt. Die Untersuchungen Schwin-
gers3 und Dysons* zur Quantenelektrodynamik
haben gelehrt, wie man mit den nichtlinearen Wechsel-
wirkungstermen einer Feldtheorie umzugehen hat
und wie die korrespondenzmifig-anschauliche Dar-
stellung dann erst nach Durchfithrung gewisser Re-
normalisierungen zum Vorschein kommt. Dabei ist
auch die Verbindung zum S-Matrix-Formalismus®
hergestellt worden, der zunichst unabhingig von
der Quantenelektrodynamik entwickelt worden war.
SchlieBlich ist von B opp und anderen'® die Briicke
geschlagen worden von den verallgemeinerten Inte-
gralgleichungen einer linearen Feldtheorie zu den
Bewegungsgleichungen einzelner Elementarteilchen
mit beliebigem Spin. Diese verschiedenen Bausteine
sind aber bisher noch nicht zu einem einheitlichen
Gebiude zusammengefiigt worden.

Die physikalischen Gesichtspunkte fiir eine Theorie
der Elementarteilchen wurden in zwei fritheren
Arbeiten?U- 11 des Verf. besprochen, die die Grund-
lage fiir die folgenden Uberlegungen abgeben sollen.
Dort wurde hervorgehoben, daB3 die Unterscheidung
zwischen Elementarteilchen und zusammengesetzten
Teilchen grundsitzlich wohl kaum aufrecht erhalten
werden kann und daB sich alle Elementarteilchen aus
einer primiren Hamilton-Funktion sollten ableiten
lassen, sofern der Hamilton-Formalismus iiberhaupt
brauchbar ist. Dann wurde vermutet, dal3 ein For-
malismus, der dies leistet, irgendwo in der Mitte lie-
gen sollte zwischen einem mit einer nichtlinearen
Integralgleichung arbeitenden Hamilton-Formalismus
und einem Gleichungssystem, das die S-Matrix un-
mittelbar, ohne Umweg iiber eine Hamilton-Funk-
tion, bestimmt.

Die verschiedenen Fortschritte der letzten Jahre
machen es nun wahrscheinlich, dal3 diese Grenzen
ziemlich eng beisammen liegen und daf3 eine nicht-
lineare Integralgleichung, die zur Berechnung der
S-Matrix, eventuell unter geringer Verallgemeinerung
des Hamilton-Formalismus, benutzt wird, tatsiichlich
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Z. Naturforschg. 1, 608 [1946]; Chr. M&1ler, Verh. kgl
diéin. Akad. Wiss. 23, 1 [1945]; 24, 19 [1946]; K. Wilder-
muth, Z. Physik 127, 85, 92 u. 122 [1949].

10 F. Bopp, Z. Naturforschg. 3a, 564 [1948]; W. Wes-
sel, Z. Naturforschg. 3a, 559 [1948]. Weitere Literatur-
angaben in diesen beiden Arbeiten.

it W.Heisenberg, Two Lectures. Cambridge Univ.
Press 1949.
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schon eine geschlossene mathematische Theorie er-
moglicht, die reichhaltig genug ist, um die Gesamt-
heit aller Elementarteilchen darzustellen. Dies soll im
folgenden an einem Modell einer solchen Theorie ge-
zeigt werden, das dann zugleich die in den ‘beiden
genannten Arbeiten besprochenen physikalischen Ge-
sichtspunkte niher erliutert.

I. Die Grundgleichungen des Modells

Der Zustand des Feldes werde beschrieben durch
einen Spinor y ,(x), fiir den eine Vertauschungsrela-
tion mit positivem Vorzeichen gelten soll. (In der Be-
zeichnung schlieBen wir uns an die Arbeiten von
Schwinger? an.) DaB8 hier an die Spitze der
Theorie eine Spinor, nicht ein an sich einfacherer
Skalar gesetzt wird, hat zwei Griinde: Erstens kann
man die Gesamtheit der Elementarteilchen nur mit
einem Spinor, nicht mit einem Skalar darzustellen
hoffen; denn man kann zwar aus einem Spinor
Skalare und Vektoren bilden, nicht aber aus einem
Skalar einen Spinor. Zweitens fillt bei den Spinoren,
zwischen denen eine Vertauschungsrelation (V.R.) mit
positivem Vorzeichen besteht, eine Schwierigkeit weg,
die mit den ,,Quanten negativer Energie“ zusammen-
hingt und spiter besprochen werden soll.

Ferner beniitzen wir im folgenden stets die so-
genannte Wechselwirkungsdarstellung (Bezeichnung
nach Schwinger3), in der die V.R. der Wellen-
funktion zu beliebigen Raum-Zeitpunkten festgelegt
werden; diese Darstellung hat den doppelten Vorteil,
die relativistische Invarianz in jedem Schritt der Rech-
nung zu zeigen und den Anschluf3 an den S-Matrix-
Formalismus zu erleichtern.

Wir setzen also

y, (x) w3 (x) + V3 (), (x) =—i S‘IZ, (x—ax). (1)

Die Funktion S/; (die nicht mit der S-Matrix ver-
wechselt werden dérf!) soll eine im Sinne der Arbei-
ten von Feynman?, Stiickelbergund Rivier®,
Pauliund Villars?8 regularisierte Vertauschungs-
funktion sein, die keine Singularititen aufweist. Da-
bei stellen wir uns nicht auf den ,formalistischen®
Standpunkt von Pauli und Villars, sondern auf den
(nach dem Sprachgebrauch von Pauli und Villars)
realistischen“ von Bopp® und Feynman?; d. h.
es sollen an der Funktion S/, spiter keinerlei Grenz-
ibergiinge und dgl. ausgefiihrt werden. Diese Funk-
tion charakterisiert vielmehr die ganze Theorie und
bestimmt, sofern von der Wechselwirkung abgesehen
wird, welche Elementarteilchen es geben soll; die
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Funktion SZ%, enthilt als fundamentale Konstante
eine Linge von der GroBenordnung 10—13 cm, sie be-
zeichnet also die Stelle, an der die sog. ,kleinste
Linge“!? in die Theorie eingefithrt wird.

Der Zusammenhang zwischen Gl (1) und der
linearen Integralgleichung, der vy q4(x) bei Vernachlis-
sigung der Wechselwirkung geniigt, ist bei Bopp?5,
Stiickelberg® und Feynman? und neuerdings
insbesondere von Pais und Uhlenbeck!® aus-
fiihrlich untersucht worden. Er sei hier fiir den
Spinorfall kurz skizziert.

Wir setzen mit Schwinger

ik,y®—
k)_.? + 22

A ’
ezka(x—x )6‘

Ses (x—x') = (2.7)_4fdk

Ferner sei, unter Einfiihrung eines Massenspektrums
o (»): .
ik, y,—=
——, und 2
k2 + = @

1/¢ (k) =f9 (%) d~

Sfd (x—x") =fg (%) d =~ Syz (x— %)

:‘(2 .7)_4fdk

Die zugehorige Wellenfunktion vy, geniigt der Wel-

lengleichung e o
Ck)y (k) =y (k) Z(k) =0

oder im Ortsraum
’ ! ! (3)
Jetx—x)ypE)dx' =0,
wobei & (x —x') = [¢ (k) dk eiku x—2)p,

eikd(x—x')o

tky

Die Vertauschungsfunktion SR ist nur dann regulir,
wenn

Jo(G)»"dx=0 fir n=0,1,2 8. (4)

Speziell kann das Massenspektrum o (x) diskret
sein. Dann ist

Q(z):zl]cld(z—xl) (5)

[z. B. kann einfach ¢ (k) = IIT(i k, v, + #) gelten]. Aus

den Bedingungen (4) folgt in diesem Fall, daf3 die ¢;
zum Teil positiv, zum Teil negativ sein miissen. Diese
Tatsache fiihrte bei Bopp und Stiickelberg zu der be-
kannten Schwierigkeit, daB einige Quanten (nimlich
die zu den negativen ¢; gehorigen) negative Energien

12 W.Heisenberg, Ann. Physik 32, 20 [1938].

13 A.Pais u. G.E.Uhlenbeck, On Field Theories
with Non-Localized Action.

Fir die Moglichkeit, diese Arbeit vor der Drucklegung
kennenzulernen, bin ich den-Herren Pais und Uhlenbeck
zu groBem Dank verpflichtet.
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erhielten. Hier im Spinorfall kann diese Schwierigkeit
nicht auftreten, da man ja bei Giiltigkeit der Fermi-
Statistik die negativen Energien stets durch Anwen-
dung der Léchervorstellung umdeuten kann. Dafiir
entsteht hier aber die andere Schwierigkeit, daf3 man
1 nicht einfach als die (im Sinne der Diracschen Theo-
rie) zu y hermitisch zugeordnete Grofle definieren
kann. Setzt man nimlich

y=Xay, und y=Fay,, (6)

wobei y; jeweils die Teilchensorte mit der Masse x;
darstellt und Jl hermitisch zugeordnet zu 1y ist, so
folgt @;> = ¢/, d. h. die a; miissen imaginir sein, wenn
¢/ negativ ist. Dann ist aber v = 3 a;y; nicht mehr
hermitisch zugeordnet zu . Wir setzen also fiir diese
negativen c¢;-Werte: a; = jfi, wobei  =—1 ist,
und schreiben
w= X a[’#z"*‘f > ﬂﬂ#’z; 5: 2 ;151"‘1' z EJ,

;>0 c<<0 >0 <0

: @)
Dann kann man sagen, daB die v ,bis auf den Vor-
zeichenwechsel von j“ zu vy hermitisch zugeordnet
seien.

Aus dem Ansatz (1) wird eine Theorie von Elemen-

tarteilchen erst, wenn man diesen Ansatz durch An-
gabe einer (relativistisch invarianten) Wechselwir-

kungsenergie H (x) vervollstindigt. Z. B. kénnte man
an einen Ansatz von der Form

Hx)=A@p®@y,» @) (y @7,y ®) 8

denken. Allerdings wire dieser Ausdruck noch nicht
hermitisch und daher fiir die Wechselwirkung in die-
ser Form noch nicht zu brauchen *. Wir wollen aber
an der Forderung festhalten, daB3 H (x) jedenfalls als
Funktion von v und v dargestellt werden soll. Dann
mufB3 man nach speziellen Ausdriicken suchen, die
gegeniiber einer Vorzeicheninderung von j invariant
sind. Wenn die Wechselwirkung sich in der iiblichen
Weise durch die 1 und v ausdriicken 1Bt und auBer-
dem gegeniiber der Vorzeicheninderung von j in-
variant ist, so ist sie auch hermitisch. Wir verschieben
die Frage, ob solche Ausdriicke gebildet werden kon-
nen, auf spiter und untersuchen zunichst die Wir-
kung von H (x).

* Auf die Schwierigkeiten, die hier mit der Hermiti-
zititsforderung verbunden sind und die im ersten Ent-
wurf der Arbeit noch nicht beachtet waren, hat mich Herr
W.Pauli freundlicherweise aufmerksam gemacht, dem
ich hierfiir zu groBem Dank verpflichtet bin. Zur Klirung

dieser Schwierigkeiten ist der Absatz IId bei der Korrek-
tur zugefiigt worden.
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Die Einfilhrung der Wechselwirkung H(x) bringt
die folgenden Verinderungen hervor:

Erstens fiigt sie zu den Ruhmassen »; der Elemen-
tarteilchen eine im allgemeinen nicht verschwindende
und von x; abhiingige Selbstenergie; sie verindert
also das Massenspektrum. Zweitens kann sie dazu
tithren, daB3 zwei oder mehr Teilchen sich zu zusam-
mengesetzten Teilchen verbinden, daf3 also neue Teil-
chen entstehen. Dabei wird man die Unterscheidung
zwischen zusammengesetzten und einfachen Teilchen
nur treffen kéonnen, solange die Konstante A sehr
klein ist (A < I2, wenn [ die ,kleinste Linge“ bedeu-
tet). Fir groBe Werte von A (A = I?) erhilt die Bin-
dungsenergie die gleiche GréBenordnung wie die ur-
spriingliche Ruhmasse der einzelnen Teilchen. Es ent-
stehen also neue , Elementarteilchen®, die im Gegen-
satz zu den Ausgangsteilchen auch ganzzahlige Spin-
werte haben konnen. Insbesondere konnen, etwa
durch eine genaue Kompensation der Ruhmassen mit
der Wechselwirkungs- und Selbstenergie, aus einer
geraden Anzahl von Spinorteilchen auch z. B. Photo-
nen gebildet werden. Drittens erzeugt die Funktion
H (x) eben eine Wechselwirkung der Teilchen (der
»einfachen® sowohl wie der ,,zusammengesetzten®),
die infolge von H (x) aneinander gestreut, emittiert
oder absorbiert werden kénnen.

Die Aussagen iiber Streuung, Emission und Ab-
sorption werden alle zusammengefaBt in der S-
Matrix, die nach Dyson* aus H (x) nach der For-
mel berechnet werden kann:

S—HCZCO (_ﬁll) [dxl. j dx,
“P(H (x),

Hx)... Hx)). (9)

Dabei bedeutet P das Produkt der H (x)-Funktionen
in einer solchen Reihenfolge, daB3 frithere x-Werte
stets rechts von spiteren stehen. Die S-Matrix kann
also berechnet werden, wenn die Wechselwirkung
H (x) und die Vertauschungsrelationen gegeben sind.

LiBt man das Zeichen P weg, nimmt also das Pro-
dukt mit einer ein- fiir allemal festen Reihenfolge, so
entsteht iibrigens aus (9) einfach die aus fritheren

Darstellungen der S-Matrix bekannte Formel?
S=¢" (10)

wobei 1 = ——‘f H (x) dx ist. Es muf3 aber betont wer-

den, daBl die Formel (9) reichhaltiger ist als (10).
Zum Beispiel verschwindet die Selbstenergie bei (10)
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in der Regel, wiihrend sie bei (9) im allgemeinen nicht
verschwindet. Andererseits ist die Berechnung von S
bei Annahme von (10) sehr viel einfacher als bei
Gl (9), da man S in Gl (10) am besten dadurch be-
stimmt, daf} man 7 auf Diagonalform bringt. Einige
Beispiele sind nach diesem Verfahren in einer friihe-
ren Arbeit? durchgerechnet worden.

Wir fassen also zusammen: Durch die beiden Funk-
tionen S;; (x—x') [oder o(x)] und H (x) wird eine
Theorie der Elementarteilchen festgelegt, in der es
eine Reihe von verschiedenen Teilchen mit ganz- oder
halbzahligen Spinwerten gibt. Ob diese Teilchen als
~elementar” oder als ,,zusammengesetzt“ bezeichnet
werden sollen, ist eine von den quantitativen Verhilt-
nissen abhingige ZweckmiBigkeitsfrage. Wenn ge-
zeigt werden kann, daf3 eine derartige Theorie iiber-
all konvergente Resultate ergibt, d. h. alle Divergenz-
schwierigkeiten vermeidet, so scheint es plausibel, an-
zunehmen, daf3 die eigentliche Theorie der Elemen-
tarteilchen eine derartige Form hat. Alle Elementar-
teilchen wiirden dann als Zustinde ein und derselben
Grundmaterie erscheinen. Insofern verwirklicht eine
solche Theorie genau das in der friiheren Arbeit er-
orterte Programm.

II. Mathematische Untersuchungen
iber die Eigenschaften des Modells

a) Energie und Impuls im Grenzfall A =0

Die Frage nach dem Energie-Impulstensor in einer
Integralgleichungstheorie, die durch eine Funktion
{(k) im Sinne von Gl (3) charakterisiert wird, ist
schon frither ausfiihrlich untersucht worden. Dabei
hatte sich herausgestellt, da3 man bei Ubergang vom
Orts- zum Impulsraum ohne Schwierigkeit Ausdriicke
angeben karm, die den fiir den Energie-Impulstensor
charakteristischen Divergenzrelationen geniigen. Die
Ausdriicke sind aber nicht eindeutig bestimmt, auBBer-
dem fiihrt ihre Berechnung unter Umsténden zu kom-
plizierten Grenziibergéingen. Ubertrigt man die Uber-
legungen, die seinerzeit fiir die skalare und die vek-
torielle Theorie von Bopp® und dem Verf.? durch-
gefiihrt wurden, auf den Spinorfall, so bietet sich als

Ausdruck fiir den kanonischen Tensor ©,, bzw. den
Energie-Impuls-Tensor T, etwa an:
' " N ay " 1 d _ d )
- f dx fdx Yy (x) " v (I ) ;27 (\bxilu '()x“f/
Z(x—x,x—x"), (11)
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wobei

Zx—x,x—x")

= N __+ " . ) — iR ("
=(2n)—sfdk’fdk”i(,vlf’)(k _(I’:)) K )= )
RS (11a)

- g %8, T, .
Tir = g G Oyds Sy = " = 0. (12

P

Fiir den Vierervektor von Impuls und Energie folgt
aus (11):

J,=Jdo; fdx'[dx" v (x) 7,y (x") L ( ! ¢ I )

e i # 2 \ dx;, ox;,
cZx—x,x—x"). (13)
Dabei ist in x iiber eine raumartige Fliche o zu inte-
grieren.

Das durch Gl. (1) definierte System von Beziehun-
gen entspricht insofern dem alten Hamilton-Formalis-
mus, als es in ihm einen Operator fiir Gesamtenergie
und Gesamtimpuls gibt. Der Begriff Energie- und
Impulsdichte verliert jedoch seine einfache frithere
Bedeutung, da diese Dichte nicht nur vom Wert der
Wellenfunktion an dem betrachteten Ort, sondern
auch von ihrem Wert in einer raumzeitlichen Um-
gebung des Ortes voh der GrofBenordnung I abhingt.
In Gebieten, die kleiner sind als die Konstante I,
kann die Theorie daher im allgemeinen nicht mehr
in dem friiher iiblichen Sinne als eine Nahewirkungs-
theorie aufgefaBt werden.

Im Spezialfall { (k) = —(ik, y, + ) gehen die Aus-
driicke (11)—(13) in die tiblichen Ausdriicke fiir den
kanonischen Tensor in der Diracschen Theorie des
Elektrons iiber.

b) Wechselwirkung und Selbstenergie

Wenn eine Wechselwirkung H (x), z. B. von der
Form (8), angenommen wird, so kann man ihre Fol-
gen nach den von Tomonaga, Schwinger, Feynman
und Dyson angegebenen Methoden berechnen. Man
teilt etwa nach dem Vorbild von Schwinger (in der
zweiten der angefiihrten Arbeiten S.652, Gl 1, la
u. b) die Wellenfunktion v ,(x) in die beiden Anteile
(14)

Ly (\”) . ; W,,_* (x) + @, (Y)) ein,

‘ 1 dr

vt @ =, [we—en
@l

1 d

Yo (t‘) = .,_’r i [If)a (x + ¢ 7) = s

-
°+
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wobei dann y—(x) ein Operator ist, der ein Teilchen
(unbekannter Masse!) am Ort x erzeugt, wihrend
T (x) ein Teilchen am Ort x beseitigt. Bezeichnet man
den Vektor im Hilbert-Raum, der den Zustand
Vakuum definiert, mit ¥, so gilt also

Wt (x) IIU() =0; (15)

die konjugierte Gleichung dazu kann man in der
Form schreiben lj;o T (16)

Allerdings wird der Zustand Vakuum nun modi-
fiziert durch die Wechselwirkung. Fiir die Behand-
lung aller Wechselwirkungsfragen ist es am bequem-
sten, die S-Matrix (9) nach dem Verfahren von Dyson
zu berechnen; dabei wollen wir annehmen, daf3 eine
Entwicklung nach Potenzen von A sinnvoll mog-
lich ist.

Der Erwartungswert von H (x) nach Gl. (8) im Zu-
stande ¥, verschwindet wegen (15) und (16). Also
verschwindet die Wechselwirkungsenergie in erster
Niherung. Berechnet man aber die zweite Niherung
der S-Matrix, so erhilt man aus

[ dx [ dx' P(H (x), H (x")) (17)
von Null verschiedene Glieder von der allgemeinen
Form

A* [ dx ] dx [w+ @F [y~ ()
(statt der vierten Potenz steht in Wirklichkeit ein
Produkt von vier y(x)- oder vy (x)-Funktionen und
verschiedenen y-Operatoren).
Der Erwartungswert von (17) im Zustande ¥,
liBt sich dann nach Dyson zuriickfithren auf ein
Doppelintegral vom Typus

+co o]
A ]j‘dx [ odx' [S%(x — x)]*, (18)
wobei S§ (x—x') eine regulire Vertauschungsfunk-
tion bedeutet, die aus S;; in Gl (1) in derselben
Weise hervorgeht, wie die Feynman-Dysonsche Funk-
tion Sp aus der Schwingerschen Funktion S,;. Die
SE-Funktionen erlauben alle die gleiche Fourierdar-
stellung JikoE— g
SR(x—x)= Qa)—* | dk ———

= (k)

wobei zuerst iiber k; in der komplexen k,-Ebene zu
integrieren ist, sie unterscheiden sich aber durch den
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Integrationsweg in dieser Ebene. Auf die Einzel-
heiten der Rechnung, die wir hier nur grob skizziert
haben, gehen wir nicht weiter ein, da es sich um eine
reine Wiederholung der Rechnungen bei Dyson und
Schwinger handeln wiirde.

Die Gl. (18) berechtigt uns dann zu der Fest-
stellung, daBl die Wechselwirkung eine zusitzliche
Energiedichte im Vakuum vom Typus

AT dx (8% (e — )

— 20

(19)

hervorgebracht hat, die wegen der Regularitit von
S£ endlich ist und experimentell nicht weiter in Er-
scheinung tritt.

Nach dem gleichen Verfahren kann man die Selbst-
energie der einzelnen Teilchen ausrechnen. Fiir den
Hilbert-Vektor ¥, eines Zustandes, in dem nur ein
Teilchen vorhanden ist, muf3 nimlich dann in nullter
Niherung gelten:

pr@)wt ()P =0. (20)

Durch ein i#hnliches SchluBBverfahren, wie oben,
erhilt man, daB die Selbstenergie erster Ordnung
wieder verschwindet und daf3 in zweiter Niherung
aus (17) wieder von Null verschiedene Terme iibrig
bleiben von der allgemeinen Form

AT de T d v— () [+ WP o= @] v+ () . @1)

— ==

Ihre Erwartungswerte geben Ausdriicke vom Typus

+o0 400
A [dx [ dxXw— () w* (&) [SE(x—2x)]*. (22)
Der Vergleich mit (11) und (138) lehrt, da3 die
eigentliche Selbstenergie 2. Ordnung dann gegeben
ist durch das Integral {iber eine raumartige Fliche o:

Azufdafdx' p—(x)w+ () [SE(x—x)]*. (23)

Wegen der Regularitit der Funktion Sj ist diese
Selbstenergie endlich, und zwar im allgemeinen fiir
jede Teilchensorte verschieden. Die Selbstenergie ist
auch nicht etwa einfach der urspriinglichen Masse der
Teilchen proportional; denn die Funktion [S% (x—x")]3
héngt in einer anderen Weise von (x —x) ab als die

Funktion -
(0
o e

SchlieBlich kann nach den Kriften gefragt werden,
die zwischen je zwei Teilchen infolge von H(x) wir-

ikg(x—x')g

W.HEISENBERG

ken. Man erhilt hier nach dem gleichen SchluB3ver-
fahren wie oben in der S-Matrix Ausdriicke 2. Ord-
nung von der Form:

A fdx [dx' = () w— (&) [SE(x—x)] y* () *(x),
(24)
die uns berechtigen, das Zeitintegral
5
S dxy [SFE(x— )] (25)
als das (retardiert zu nehmende) Potential zwischen
den beiden Teilchen anzusehen. Dieses Potential
verhiilt sich bei kleinen Abstinden regulir und nimmt
bei groBen Abstinden mit der fiinften Potenz der
Entfernung ab, wie man durch eine Untersuchung
der betr. Zylinderfunktionen ableitet; es handelt sich
also um eine Kraft kurzer Reichweite.

Die Ausdriicke 2. Ordnung, die hier abgeleitet wur-
den, konnen natiirlich durch Beitrige von hoheren
Niherungen erheblich modifiziert werden; das Ver-
hiltnis der verschiedenen Beitrige hingt vom Ab-
solutwert der Konstante A ab. Bei grolen Werten
von A wird die Potenzreihenentwicklung nach A
iiberhaupt nicht mehr moglich sein. Man wird aber
nach den vorhergehenden Uberlegungen erwarten
diirfen, da3 das ganze System der Gl. (1) und (8) auch
dann noch konvergente Resultate liefert.

¢) Zusammengesetzte Teilchen

Die Kraft (24), bzw. dhnliche Ausdriicke hoherer
Niherung, konnen dazu fithren, daf3 zwei Spinor-
teilchen sich zu einem gebundenen Zustand vereini-
gen, der dann ein Teilchen etwa vom Spin 0 oder 1
reprisentiert. Wenn A klein ist, so wird sich der
Hilbert-Vektor ¥, eines solchen zusammengesetzten
Teilchens vom Energie-Impulsvektor K etwa in der
Form

w, —
S Ky @Sy Ry, () X (oK) dkdk

26
[y (k) ist die Fouriertransformierte von 1wy (x)] 6]

schreiben lassen, wobei X, , (k,k") (sozusagen die
Eigenfunktion des gebundenen Zustandes im Impuls-
raum) aus der Bedingung bestimmt werden muf3,
daBB ¥, einen Eigenzustand der Gesamtenergie be-
deutet. Ob es derartige Losungen gibt, hingt vom
Absolutwert von A und von der speziellen Form von
S.; und H (x) ab. Solange A klein ist, bleibt auch die
Bindungsenergie des gebundenen Zustandes klein,
das zusammengesetzte Teilchen wird dann auch einen
verhiltnismiBig grofen Radius haben. Nur in diesem
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Fall kann man reinlich zwischen einfachen und zu-
sammengesetzten Teilchen scheiden. Der Hilbert-Vek-
tor des einfachen Teilchens hat ja dann die von (26)
leicht unterscheidbare Form 14

Vi=w— (kY. (27)

Wenn jedoch A grofB3 ist, wird die Unterscheidung
sinnlos. Denn schon ¥, enthilt dann neben y—(k) ¥,
auch Ausdriicke dritten, fiinften usw. Grades in y—; ¥,
enthiilt Ausdriicke vierten, sechsten usw. Grades. Man
kann dann zwar noch Teilchen mit ganzzahligem oder
halbzahligem Spin unterscheiden, nicht aber mehr zu-
sammengesetzte oder einfache Teilchen. Schon das
kriftefreie Elektron der Quantenelektrodynamik kann
iibrigens in diesem Sinne als ein System aus einem
»eigentlichen” Elektron und einigen Paaren betrach-
tet werden, die im Abstand ~ 10— cm um das Elek-
tron ,umlaufen®, wobei die Bindungsenergie von der
Groflenordnung me? ist.

Bei groBen Werten von A diirfte es auch vorkom-
men, daB sich fiir bestimmte Zustinde die Ruhmasse
der Spinorteilchen und die von H(x) herriihrende Bin-
dungsenergie zu Null kompensieren, so daf3 ein sta-
tiondrer Zustand ,,Lichtquant® entsteht. Wir glauben,
daf3 die Lichtquanten in dieser Weise aus den Feld-
gleichungen (1) und (8) folgen miissen, da3 man sie
also nicht als ein Sonderfeld neben dem Materiefeld
einfiihren sollte. Auch der Wert von €2/ ¢ wiire dann
eine unmittelbare Folge der Grundgleichungen vom
Typus (1) und (8); in der Tat ist bei dieser Auffas-
sung der relativ kleine Wert von e/] fic durchaus
verstindlich. Fiir die Behandlung der elektrodynami-
schen Vorginge miiflte man ja aus den Matrixelemen-
ten der Wechselwirkung (8) nur die spezielle Gruppe
von Ubergingen herausschneiden, die zur Entstehung
(bzw. Vernichtung) eines solchen Zustandes , Licht-
quant” fiihren; dal der Anteil dieser Uberginge nur
in der GréBenordnung von !/,, aller Uberginge liegt,
erscheint durchaus natiirlich.

Der Gedanke, das Lichtquant aus Spinorteilchen
zusammenzusetzen, ist iibrigens keineswegs neu!f.
Unsere Auffassung unterscheidet sich von den frithe-
ren Auffassungen anderer Forscher nur dadurch, daf3
wir den Zustand Lichtquant nicht durch ein Paar be-
stimmter Spinorteilchen, sondern durch eine beliebige
Anzahl von Paaren aller méglicher Spinorteilchen bil-
den wollen. Dabei mag ein bestimmtes Paar von

14 Vgl. z.B. R.Becker u. G.Leibfried, Physic.
Rev. 69, 34 [1946].

13 E. Fermi u. C. N. Yang, Physic. Rev. 76, 1739
[1949].
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Spinorteilchen in der Schrédinger-Funktion sogar be-
vorzugt auftreten, aber das ist nicht wesentlich.

In dem gleichen Sinne wire auch der kiirzlich von
F ermi!5 ausgesprochene Gedanke richtig, daf} etwa
das 7-Meson als aus Proton und Antiproton zusam-
mengesetzt betrachtet werden sollte. Nur scheint mir
der Begriff ,,zusammengesetzt” hier zu weit gefaBt,
weil dann alle Elementarteilchen ,,zusammengesetzt
wiren. Richtig bleibt an ihm nur, daf3 das 7-Meson ein
diskreter Eigenwert desselben Feldgleichungssystems
sein muf}, das auch die Protonen und alle anderen
Elementarteilchen als Eigenwerte liefert.

d) Realitiitseigenschaften der Wechselwirkungs-
funktion H (x)

Die bisherigen Rechnungen wurden so durch-
gefiihrt, als ob der Ausdruck fiir H (x) hermitisch sei.
Das ist jedoch im allgemeinen [und insbesondere bei
dem als Beispiel gewihlten Ausdruck (8)] nicht der
Fall. Es ist dem Verf. auch bisher nicht gelungen,
einen hermitischen Ausdruck fiir H (x) zu finden, der
aus 1 und y zusammengesetzt wire und keine neuen
Quellen fiir Singularitiiten enthielte. Es mag sein, daf3
solche Ausdriicke doch gefunden werden konnen;
dann kann man den Formalismus so eng, wie es oben
geschildert wurde, an die traditionellen Methoden
der bisherigen Theorie anschlie8en.

Aber auch wenn man einen nicht-hermitischen Aus-
druck wie (8) zugrundelegt, kann man die Theorie
zu Ende fiihren, indem man mit einer naheliegenden
Verallgemeinerung der bisherigen Methoden die
unitire S-Matrix bestimmt. Man definiert dann mit
Hilfe dieser nicht-hermitischen Funktion H(x) in
Analogie zu (9) zunichst eine Matrix T durch die
Gleichung

co +co
(_ )",
T = Z — ,’;';77 ‘/\ dxl
0 — 00
dx, P(H (x1), H (x2) ... H (x,)) (28)
und setzt o
S=T(T*T/ " (29)

(T * ist die zu T hermitisch konjugierte Matrix). Die
Matrix S ist nun offenbar wieder unitir, wie es sein
muf, und kann als die richtige S-Matrix des Systems

16 P. Jordan, Z. Physik 102, 243 [1936] u. 105, 114

[1937]; L. de Broglie, C.R. hebd. Séances Acad. Sci.
203, 33 [1936] u. 229, 157, 269, 401 [1949].
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definiert werden. Die Potenzreihenentwicklung von S
wird jetzt etwas komplizierter als in Gl. (9). Setzt man

s— ) (_n D", (30)
Lo !

so ergibt die Rechnung

+20
:; [ dx (H (x) + H* (v)) .

—0

S-z:; .[ dx:
+o

f de [P (H (x), H () + P (H* (v), H* ()]

S

—%{ [ dx (H (x) — H* (x))}u, u.s. w.
‘ (31)

Fiir eine hermitische Funktion H (x) gehen diese
Formeln natiirlich wieder in die der gewdhnlichen
Theorie iiber. Dagegen weicht die durch (29) definierte
Theorie hinsichtlich der nicht-hermitischen Teile von
H (x) erheblich vom kausalen Schema der iiblichen
Hamilton-Theorie ab. Es handelt sich hier um eine
Art von Fernwirkung iiber raum-zeitliche Bereiche
von der GroBBenordnung der kleinsten Linge, die im
normalen Hamilton-Schema nicht beschrieben werden
konnte.

In den einzelnen Elementen der S-Matrix kommen
neben den Gliedern der Gl (9), bei deren Berech-
nung keine Singularititen auftreten, noch Produkte
von derartigen Gliedern vor, von denen man zunéchst
fiirchten konnte, dal3 sie, da hier iiber unendlich viele
Zwischenzustinde summiert wird, zu Divergenzen
Anla3 geben. Man muB3 aber bedenken, daB3 die
Zwischenzustinde bei diesen Produkien Zustéinde
von freien Teilchen sind, deren Energiesumme genau
gleich der Energie des Anfangs- oder Endzustandes
ist. Hierbei treten, dhnlich wie im Formalismus (10),
keine Divergenzen auf. Der durch die Gl. (1) bis (8)
beschriebene Formalismus 1iBt sich also trotz des
nicht-hermitischen Charakters des Ausdruckes (8) voll-

" stindig durchfiihren.

e) Die Vielfachprozesse und die ,,Universal-
mischung® der Elementarteilchen

Das empirische Spektrum der Elementarteilchen
bildet ein “sehr starkes Argument fiir die An-
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nahme, daf3 in dem richtigen System der Feldglei-
chungen die der GroBBe A entsprechende Konstante
einen ziemlich grofien Wert hat (A = [2). Diese Vor-
aussetzung hat, wie schon frither ausgefiihrt!?, fol-
gende wichtige Konsequenz: Lokalisiert man einen
sehr groBen Energiebetrag (> fc/l) in einem sehr
kleinen Raumgebiet (von der GroBenordnung der
,kleinsten Linge®), so stellt sich nach kiirzester Zeit
infolge der turbulenten Durchmischung durch die
gro3e nichtlineare Wechselwirkung eine ,,Universal-
mischung® von Materie ein, die im wesentlichen durch
die gesamte zur Verfiigung stehende Energie be-
stimmt ist und nur wenig von den speziellen An-
fangsbedingungen abhingen diirfte. Die Hiufigkeit
der dabei entstchenden verschiedenen Sorten von
Elementarteilchen, ihre Anzahl und Richtungsvertei-
lung, wird also praktisch nur von der Gesamtenergie
abhiingen, und es wird gleichgiiltig sein, welche Ele-
mentarteilchen zusammengestoBen sind, um diese
Energie an einem Punkt zu konzentrieren. Daf3 diese
Unabhingigkeit vom Primirprozef3 tatsichlich aus
einem Formalismus mit einem hohen A-Wert folgt,
kann auch leicht an einem Beispiel genauer nach-
gerechnet werden, das im Zusammenhang mit der
S-Matrixtheorie frither untersucht worden ist (in der
zweiten unter ® erwihnten Arbeit S. 691 bis 698);
die Einzelheiten sollen aber hier nicht ausgefiihrt
werden.

Auch die empirischen Tatsachen sprechen fiir die
Existenz der Vielfachprozesse und damit der ,,Uni-
versalmischung®, wie frither in anderen Arbeiten er-
ortert worden ist!7.

Der Ansatz (8) fiir die Wechselwirkung ist natiir-
lich nur ein sehr spezielles Beispiel aus einer viel
grofBeren Gruppe von moglichen Ausdriicken fiir
H (x). Selbst wenn man sich aut eine Wechselwirkung
beschrinkt, die in der Wellenfunktion vom vierten
Grade ist, konnte man z. B. einen Ausdruck vom
Typus

Afdx[dx [dx"[dx"" f(x—a,x—x",x—x")

vy &) v &) (32)

wihlen, in den eine zunichst beliebige Funktion f
von drei Variabeln eingeht. An den vorher skizzierten
Rechnungen wiirde sich dabei nichts Wesentliches
andern.
Die Geschlossenheit und prinzipielle Einfachheit
eines durch die Ausdricke S;; (x—x') und H(x)
17 W.Heisenberg, Z. Physik 113, 61 [1939];

G. Wataghin, Physic. Rev. 74, 975 [1948]; W. Hei -
senberg, Z. Physik 126, 569 [1949].
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definierten Gleichungssystems scheinen dem Verf. ein
starkes Argument dafiir, daf3 die wirkliche Theorie
der Elementarteilchen durch einen solchen Formalis-
mus dargestellt wird. Die gro8e Mannigfaltigkeit der
Elementarteilchen wiirde damit auf ein einfaches
Gleichungssystem zuriickgefiihrt, in dem als Dimen-
sionskonstante nur noch die ,kleinste Linge“ [ vor-
kommt. Alle Elementarteilchen wiren nur stationire
Zustinde ein und derselben ,,Materie®.
Unbefriedigend bleibt einstweilen noch die- gro3e
Willkiir, die bei der Wahl der Funktionen S ; und
H (x) zu bestehen scheint; aber man kann hoffen, daf3
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die richtigen Funktionen durch besondere Eigen-
schaften, etwa durch Einfachheit oder durch Invarianz
bei bestimmten Transformationen, ausgezeichnet sind.
Die Aufgabe der nichsten Zeit wird eben darin be-
stehen, aus den empirischen Eigenschaften der Ele-
mentarteilchen Schliisse auf die Strukturen der Funk-
tionen S7; und H zu ziehen. Zum Verstindnis die-
ser Strukturen gehort z. B. auch das Verstindnis der
Eichtransformation und des mit ihr offenbar verbun-
denen Wertes von e2/fic; denn die ganze Quanten-
elektrodynamik sollte ja nur ein Ausschnitt aus dem
Gleichungssystem (1) und (8) sein.

Uber die Konzentrationsabhingigkeit von Volumeneffekt und Dipolmoment
bindrer und ternarer Gemische einiger organischer Fliissigkeiten

Von Maria JoerGES, geb. HEYDEN und ALEXANDER NIKURADSE
Aus dem Institut fiir Elektronen- und Icnenforschung an der Technischen Hochschule Miinchen
(Z. Naturforschg. 5a, 259—269 [1950]; eingegangen am 9. Februar 1950)

An bindren und terniren Gemischen von Hexan, Methylalkohol und Chlorbenzol sowie
von Schwefelkohlenstoff, Methylalkohol und Aceton werden Volumeneffekt und Dielektrizitits-
konstante bei '20° C bestimmt. Aus den DK-Messungen werden nach der Debye-Clausius-
Mosottischen und nach der Onsagerschen Formel die Dipolmomente berechnet. Aus ihrer
Konzentrationsabhingigkeit und dem Verlauf des Volumeneffektes wird auf den Assoziations-

zustand geschlossen.

Speziell LiBt sich fiir Aceton-Methylalkoholgemische aus dem nach Onsager berechneten
Dipolmoment eine OH..O=C - Briickenbildung ablesen.

er Volumeneffekt besteht in einer Volumen-

Kontraktion oder -Dilatation, die meist beim
Mischen von Fliissigkeiten eintritt. Die Dielektrizi-
titskonstante einer Substanz ist eine Funktion der
Polarisierbarkeit, deren Grofle und Verhalten vor
allem dann von Interesse ist, wenn es sich um Mole-
kiile handelt, die ein permanentes elektrisches Mo-
ment tragen. Untersucht man nun an den gleichen
Gemischen organischer Fliissigkeiten Dielektrizitéts-
konstante und Volumeneffekt, so steht zur Diskus-
sion, ob und in welcher Weise diese beiden Funktio-
nen molekularer Eigenschaften miteinander verkniipft
sind. Schon friiher sind dariiber von K. L. Wolf und
Mitarbb. Uberlegungen angestellt worden. Sie stiitz-
ten sich aber hinsichtlich des Verhaltens der polaren
Substanzen lediglich auf die Debyesche Theorie und
die Debye-Clausius-Mosottische Formel zur Berech-
nung von Dipolmomenten gasférmiger Substanzen.
Es konnte sich daher keine allgemein befriedigende
Deutung ergeben. Die von Onsager und spiter

von Kirkwood speziell fiir das fliissige Dielektri-
kum entwickelte Theorie, die frither wenig beachtet
und erst in jingster Zeit durch die Arbeiten von
Mecke und seinen Schiilern aufgegriffen und ein-
gehender Kritik unterworfen wurde, hat ergeben, dal3
sie gerade dann von besonderer Bedeutung ist, wenn
es sich nicht um die immer zwischen Dipolen auf-
tretenden Attraktionskrifte handelt, sondern um eine
spezifische, also strukturabhingige zwischenmoleku-
lare Wechselwirkung gleicher oder ungleicher Mole-
kiile untereinander. »

Zu den im folgenden berichteten Untersuchunge:n
wurden binire und ternire Gemische aus Schwefel-
kohlenstoff, Aceton und Methylalkohol und auf3er-
dem Gemische aus Hexan, Chlorbenzol und Methy!-
alkohol herarnigezogen. Von ihnen sind bekanntlich
Aceton, Chlorbenzol und Methylalkohol Dipolsub-
stanzen, wihrend Schwefelkohlenstoff und Hexan
unpolare Fliissigkeiten sind.



